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Abstrak
DalammakalahinidipelajariSistemFungsiIterasi(SFI)padasuaturuangmetriklengkap(X,d).Beberapa
.ifatpentingSFI, khususnyaTeoremaTitik Tetappada~ng ftaktalH(X) digunakanuntukmembuktikanteorema
eksistensiinterpolasiftaktalsuatudatayangterdiridaripasanganbilanganreal{(xj,Fj):i=O,1,2,...,N}.Pembahasan
dalammakalahiniditekankanpadaaspekteonyangdidasariolehpemahamananalisisrealdankonstruksiftaktal,
kemudianpembuktianteoremaeksistensiinterpolasifraktal.
Katakunci:Ruangmetrik,ruangfraktal,pemetaankontraksi,sistemfungsiiterasi,interpolasiftaktal.
Abstract
In thispaper,theIteratedFunctionSystems(IFS) actingona completemetricspace(X,d)is studied.
SeveralimportantpropertiesoftheIFS. inparticularFixedPointTheoremonthefractalspaceH(X)areusedto
prove the existenceof fractal interpolationof the data consistingof orderedpair real numbers
((xi,FJ:i=O,1,2, N). Thediscussionin thispaperis stressedon thetheoreticalaspectsbasedonrealanalysis
understandingandfractalconstruction,andthentheoremofexistenceoffractalinterpolationisproven.
Keywords:metricspace,fractalspace,contractionmapping.IteratedFunctionSystems.fractal interpolation.
PENDAHULUAN
Padarnasalalu,rnaternatikarnernberikan
perhatiansangatbesarpada hirnpunandan
fungsi yang rnulus (smooth),yang dapat
dipelajaridengankalkulusklasik.SedaQ.gkan
hirnpunandan fungsiyangtidak rnulusdan
tidak teratur(irregular)cenderungdiabaikan
dandijauhkandaripernbicaraan.Narnunpada2
dasawarsaterakhirini anggapantersebuttelah
berubah.Perhatianorangrnulaiditujukanpula
kepadahirnpunan-hirnpunanyangtak rnulus.
Lebihjauh lagi, hirnpunanyangtidakteratur
rnernberikanpenyajianyanglebihbaik untuk
fenornenalarndibandingkandengangarnbar-
gambardalarngeornetriklasik (tradisional).
Geornetrifraktalrnernberikankerangkaurnurn
untukrnernpelajarih rnpunanyangtidakteratur
(irregular sets). Obyek-obyekalam, seperti
.
gunung,pantai,awandan pohontidakdapat
digarnbarkandenganbaik secaratradisional,
yaitudenganrnenggunakanGeornetriEuclides.
Akhimya disadaribahwaGeornetriEuclides
hanyarnarnpurnernpresentasikanobyek-obyek
buatan rnanusia, seperti garis, segitiga,
segiernpat,lingkaran,dU.SedangkanGeornetri-
Fraktaldapatrnernpresentasikanobyek-obyek
yangrnunculdalarnalarndenganbaik(Susanta,
et.al,1993:1-2).
Sebagaiilrnu yangbarudi Indonesia,
banyakorang yang belurn rnarnaharnidan
bertallya"ApakahFraktal itu ?". "Apakah
dimellsiJraktalitu ?", dan"Bagaimanac ra
menghitwlgdimensiJraktal ?", "Apakah
interpolasi Jraktal itu?". Kata fraktal
dikernukakanolehMandelbrot(1982:5)dalam
rnakalahnya,TheFractalGeometryoj Nature.
- - -
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Kata'fraktal'berasaldarikatalatinfractusyang
artinyapatahatau putusuntuk menyatakan
benda-bendayang sangat tidak teratur.
Mandelbrotmengatakanbahwafraktaladalah
himpunanyangmempunyaidimensitak bulat
ataudimensiHausdorffnyalebihbesardaripada
dimensitopologisnya.Dimensitopologissuatu
himpunanselalubulat,bernilai0jika himpunan
itu tak terhubungtotal(totallydisconnected),
danbernilaiI jika setiaptitiknyamempunyai
suatu persekitarandenganperbatasanyang
berdimensi 0, dst (Devaney, 1992:186).
Falconer(1990:xx)lebih suka memberikan
definisi fraktal secaradeskriptif,dan tidak
memberikandefinisisecaraeksplisit.Falconer
mendefinisikanfraktalsebagaisuatuhimpunan
dengansifat-sifatsbb:
(i) mempunyaistrukturhalus(finestructure),
yakniterincipadaskalayangsembarang
kecilnya,
(ii) terlalutakteraturuntukdinyatakandalam
geometritradisional,
(iii) sering mempunyai bentuk yang
berkesebangunandiri(selfsimilarity),
(iv) dimensi fraktal biasanyalebih besar
daripadadimensitopologisnya,dan
(v) dalambanyakhal fraktaldidefinisikan
sangatsederhana,seringsecararekursif.
Diberikanbilanganasli N>I dandata
{(Xi,Fi):i = 0, I, 2, ..., N}. Interpolasiadalah
suatuprosesmenentukansuatufungsikontinuf
yanggrafiknyamelewatidata{(xj,Fi):i=0, 1,2,
..., N}. Metodeinterpolasipalingsederhana
adalahdenganmenarikgarislurusdarimasing-
masingdata,tersebutke titik yangberdekatan.
Selain metode sederhana diatas, kita
mempunyai. metode lain yaitu dengau
membentukpolinomialdenganderajatyang
terendah sehingga polinomial tersebut
merupakangrafik yangpalingsesuaidengan
grafikdatadalamselang[XO,XN].
Dalam makalahini dipelajariSistem
FungsiIterasi(SFI) padasuaturuangmetrik
lengkap(X,d). Beberapasifat pentingSFI,
khususnyaTeoremaTitik Tetappadaruang
fraktalH(X) digunakanuntuk membuktikan
teoremaeksistensiinterpolasifraktalsuatudata
terdiri dari pasangan bilangan real
{(xj,Fj):i=O,l,2,...,N}. Pembahasan dalam
JUrl/al PendidikanMatematikadanSains,Edisi3 TahunVIII,20G
makalahini diktekankanpadaaspekteoriyan
didasarioleh pemahamananalisis real da
konstruksi fraktal, kemudianmembuktika
teoremaeksistensiinterpolasifraktal.
PENGERTIAN DASAR
2.1KonstruksiRuangFraktal (Barnsleyda:
Demko,1985:244-250)
Diberikanruangmetrik(X,d). Ruan,
metrik (X,d) dikatakanlengkapjika setia'
barisanCauchydari titik-titikdi dalam(X,a
konvergenkesuatutitikdi dalamX. Diberika
(X,d)ruangmetriklengkap.DidefinisikanH().
sebagaikoleksisemua subhimpunankompa
takkosongdariX, i.e.
H (X):= {A:A c X,A * 0 danA kompak}.
Didefinisikan d(a,B)=Min{d(a,b) : bEB
adalahjaraktitika kehimpunanB dan d(A,B):
Maks{Min{d(a,b): b EB} : aEA}:
Maks{d(a,B): aEA} adalahjarakhimpunanj
kehimpunanB. Disinid(A,B)belumtentusam
dengand(B,A).
UntuksemuaA,B,C E H (X) berlaku:
(i) A *B =>d(A,B)* 0dand(B,A)* 0
(ii) Ac B =>d(A,B)=0
(iii) Ac B =>d(C,B)~d(C,A)
(iv) d(Au B,C) = d(A,C)vd(B,C),dengan
vy =maks{x,y}.
Metrik Hausdorff h(A,B) denganA danI
dalamH (X) didefinisikansebagai
Iz(A,B)=Maks{d(A,B),d(B,A)}.
UntukA,B,C ,D E H (X) berlaku
h(AuB,CuD) ~h(A,C)vh(B,D).
Mudah dibuktikan bahwa fung!
Iz:H(X)xH(X)~R di atasmerupakanmetri~
sehingga(H(X),h)adalahsuaturuangmetri~
Metrik Iz yang didefinisikanpada H(X) ir
disebutmetrik Hausdorff . Dalam hal ir
(H(X),!l) disebut ruang fraktal dan setia
anggolanyadisebutfraktal.
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Teorema2.1.1.(Barnsley,1988:37)
Jika (X,d)ruangmetriklengkap,makaruang
Iraktal(H(X),h)juga ruangmetriklengkap,i.e.
setiap barisan Cauchy (An) dalam H (X)
terdapatA eH (X) sehinggaA = Um An.
n~oo
2.2.PemetaanKontraktifdanIterasi
Definisi2.2.1.(Barnsley,1988:80)
Pemetaanj- (X,d)~ (X,d)disebutpemetaan
kontraktifjika terdapatsuatu konstantas
dengan05,s<1sehingga
d(f(x),f(y)) 5,s d(x,y),'v'x,ye X.
Konstantas dinamakanlaktor kontraktivitas.
Mudahdibuktikanbahwajika I pemetaan
kontraktif,maka/fungsikontinu.SuatutitikxI
eX disebuttitiktetapdaritransformasiljikaxI
=f(xp.
Definisi 2.2.2. (Devaney,1992:17) Diberikan
pemetaanI : (X,d)~ (X,d). Untuksemua
bilanganbulattaknegatifn~0, iterasidarif,
i.e.In .X~X didefinisikalldellgan
fO(x) :=x,e(x) :=f(x), f2(x) :=f 0f(x), ...,
fo+1(x) :=f 0fO(x) =f(fO(x)),
untuksemuaxeX
Teorema2.2.2(Barnsley,1988:76)
Jika (X,d)ruangmetriklengkapdanI pemetaan
kontraktif. dari X ke X denganlaktor
kontraktivitass, makaI mempunyaitepatsatu
tetapxfEX danuntuksemuaxeX, barisall {fn
(X): n = 1,2,...}konvergellke XI . i.e.
limln(x) =xI'n->oo
SISTEM FUNGSI ITERASI (Barnsley,1988
:82).
SistemFungsiIterasi(SFI) difefinisikan
sebagaisuatusistemyangterdiridari ruang
metriklengkap(X,d) danpemetaan-pemetaan
kontraksiyangberhinggabanyaknya,i.e. Wn:
X ~ X denganfaktorkontraktivitasSnuntuk
n=I,2,...,N. Dalamhal ini SFI diberi notasi
--
131
{X:W[,w],...,wN}dengan faktor kontraktivitas
s=maks{Sn:n=1,2,3,...,N} sepertitertuangdalam
teoremaberikut.
Teorema3.1(Barnsley,1988:82)
Diberikall SF! (X WI, W2, WN) dengan Sn
laktor kontraktifitas Wn, n=1,2,3. N. Jika
translormasi W:H(X)~H(X) didefinisikan
sebagai
N
W(B) =U wn(B) , 'v'Be H (X).
n=l
maka W merupakan pemetaankOlltraksipada
(H(X),h) dellgan faktor kontraktivitas
s=maks{sn:n=I,2,3,...,N},i.e.
h(W(B).W(C)) 5,s h(B,C), 'v'B,C eH (X).
SFI seperti itu disebut SFI hiperbolik.
Akibatnya,dariTeorema3.1danTeorema2.2.2
(Teorematitik tetap),terdapatdengantunggal
titiktetapA eH(X),i.e.
N
A=W(A) =Uwn(A)
n=1
danA ditentukansecaraiteratifoleh
A= limWO(B), 'v'B e H (X).
0->00
Titik tetapA ini disebutatraktor(at/raetor)SFI
tersebut.
INTERPOLASIFRAKTAL
Definisi 4.1. (Barnsley, 1986:305). Fungsi
interpolasisuatudata((x;.FJ ER]: i=O,1,...,N).
Xo< XI< X2< < XN, didefinisikan sebagai
suatulungsi kontinu /,[xo, XN}~ R sehingga
/(-o:J =F;, untuki =O. 1, ..., N.
Titik-titik(xj,Fj)e R2untuki = 0, 1, , N,
disebut titik-titik interpolasidan dikatakan
bahwa fungsi I menginterpolasikandata
tersebut.
Definisi 4.2. (Barnsley, 1986:305). Fungsi
interpolasiIraktal suatudata ((x;.FJ E R]: i =
O. 1, N), Xo< x[< X] <...< XN.didefinisikan
sebagai suatu lungsi interpolasij-[XO.XN}~R
yang grafiknya merupakanatraktordari suatu
SFl
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Dalam pembahasaninterpolasifraktal akan
dikonstruksikansuatuSFI {R2:Wn, =1,2,...,
N} sehinggaeksistensiatraktomyaterjamindan
merupakangrafik dari suatufungsikontinu
f:[xo,xN]~R yang meng-interpolasikandata
{(Xi,Fi): i=0,1,2, ..., N}. Disini dipilihsuatu
SFI {R2:wn,n=I,2,...,N},denganWntranfonnasi
affineyangberbentukhusus,i.e.
(4.1) Wn(;)=(:: :)(;)+(~)
yangdibatasioleh
(4.2) wn
(
Xo
)
=
(
Xn-l
)
dan
Fo Fn_1
Wn(;:)=(;:).
untukn=1,2,...,N.
bari (4.1)dan(4.2)diperoleh:
untukn==1,2, ..., N.
Kemudiandari(4.3)dan(4.4)diperoleh:
untukn =1,2, ..., N. Dandari(4.5)dan(4.6)
kita mendapatkandua persamaandengan3
variabel yang belum diketahui, dengan
mengambildn sebagaivaribel bebas,yang
disebutfaktorpenyekalavertikaldandiperoleh
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Dariuraiandiatas,dapatdipertanyakanberbagai
macamhal, sepertikenapakita menggunakan
transfonnasi affine dan mengapa kita
mengambildn sebagai parameterbebas.
Penggunaan transfonnasi affine karena
transfonnasiaffinetidakakanmerubahbentuk
dan struktur,pemilihantransfonnasiaffine
diatasdanpengambildnsebagaivariabelbebas
keduapertanyaantersebutakanterjawabsetelah
kita mempelajaridanmembuktikanteorema-
teoremadibawahini.
Teorema4.3.Diberikanbilanganas/i N >1dan,
SF! {R.: Wn.n =1. 2. N} yang telah
dikonstruksikallpada (4.1) dan (4.2).yang
berkaitandengandata{(Xn.F,J:n =0.1.2 N).
Jikafaktorpenyekalavertikaldnmemenuhi0 ~
Idnl~ I. untuk11= 1.2. N. makaterdapat
suatumetrikd padak.yang equivalendengan
metrikEuclides.sehinggaSFI-nyahiperbo/ik
terhadapmetrikd.Khususnyaterdapatdengan
tunggalsuatuatraktorG. i.e. G subhimpunan
kompaktakkosongdalamR2yangmemenuhi
N
G=Uw)G).
n=\
Bukti:DidefinisikansuatumetrikdpadaR2:
d«X"YI),(X2,Y2» =Ix,-x21+S IY'-Y21,
untuksemua(x"y,),(X2,Y2)E R2, denganS
suatubilanganpositif yang akan ditentukan
kemudian.Mudah dibuktikand merupakan
metrikpadaR2yangequivalendenganmetrik
Euclides.Ambiln E{I, 2, 3, ..., N} danan,Cn,
en,fn,yangtelahditentukanberdasarkanpada
persamaan(4.7), (4.8), (4.9), (4.10).Maka
diperoleh:
d(wn(x"y,),Wn(X2,Y2» .
=d((anxI+en,c"xI+dnyI+fo),(anX2+e,.,CoX2+d"Y2+fn»
= lanxl+en-(anX2+en)I+elcnx,+dnYI+fn-
(cnx2+dnY2+fn)1
=anlxl-X21 + Slcn(X,-X2) + dn(YI-Y2)1
::; lanllx,-X21+Slcn(X,-X2)1+Sldn(y'-Y2)1
=lanllx,-X21+Slcnllx,-X21+SldnIIY'-Y21
=(lanl+SlcnDIXI-X21+ SldnIIYI-Y21.
KarenaN2:2,diperoleh
Ian 1=lxn-xn_1I/lxN -xol<1
- Jika c) =C2 =C3 =... =Cn=0, dipilihS = I,
sehinggadidapat
d(Wn(XI,YI),Wn(X2,Y2»
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s;(lanl+BlcnDIXI-xzl+eldnll(YI-Yz)1
=lanllxl-xzl+IdnIICYI-Yz)1
S;sd«XI,Y.),(Xz,YZ»,
dengans =Maks{lanl,ldnl: =I,2,...,N}<I, i.e.
{Rz: Wn,n=I,2,...,N}SFI hiperbolikterhadap
metrikd.
- Untukyanglain,dipilih
e= Min{I-1anI:n=1,2,...,N}.
Max{21CnI:n =1,2,...,N}
Makadidapat
d(Wn(XI,YI),wn(XZ,yz»
:::,danl+BlcnDIXI-xzl+e IdnIIYI-yzl.
s;a IXI -xzl+eolY.- yzi
S;Maks{a,o}d«XI,YI),(Xz,Yz»
=sd«XI,YI),(XZ,yz»,
dengan
=(11 Maks{lan I:n =1,2,...,N}) Ia 12+ 2 < .
Nilaiadiperolehdari
lanl+e Icnl
_I I Min{I-1anI:n =1,2,...,N}I I- an + Cn
Maks {21Cn I:n = 1,2,...,N}
I I Min{1-lan l:n=I,2,...,N}S;an+ 2
= lanl+ 1- Maks{lan;n =1,2,...,N}
M k {I I} 1- Maks{lanI:n =l,u.,N}S; asan+ 2
= 1/ +Maks{1anI:n=1,2,3,...,N}
/2 2 '
sehinggadapatdiambil
_(1/ Max{lan I:n =1,2,...,N})a- /2+ 2 <I,
o = Maks { IdnI: n=l, 2,.,., N}< I dan
s=Maks{a,o}.Jadi {Rz:wn,n=l, 2, ...,N}SFI
hiperbolikterhadapmetrikd.MenurutTeorema
3.1, terdapatdengantunggalsuatuatraktor
GEH(R\ i.e. G subhimpunankompaktak
kosong dalam RZ yang mt;menuhi
N
G=Uw)G).q.e.d.
n=1
Teorema4.4,Diberika1lbilanga1lasli N >1da1l,
SF! (R-: wn, 11= 1, 2, N) yang tela/z
diko1lstruksikallpada (4.1) da1l (4.2),yang
berkaitalldellgalldata((xn.F,J:n=O,1,2. N).
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Andaikandnfaktor penyekalavcrtikalyang
memenuhi0.$Jdnl<1untuk n =1.2. N,
sehi1lggaSF! hiperbolik.Jika G atraktordari
SFL maka G merupakangrafik dari suatu
fungsi kontinu /0: [xo, xNJ~R yang
menginterpolasikandata ((xn,F,J : n=O,1,2,
N). i.e.dapatditulis
G =((x.fo(x)): XE[XO.XN]}.
dengan/o(xJ =Fj untuki =O.1.2. N.
Bukti:Difefinisikan
C*["o,XN]:={/:[xo,XN]-tR: fkontinu
sehinggaI(xo)=Fodanl(xN)=FN}.
JikaC* [xo,XN]dilengkapidengand:
d(f, g):=Maks{lf(x)- g(x)l:X E [xo,XN]},
untuksemuaI, g E C* [xo,XN],
makatelahdikenaldenganbaik (C*[xo,xN],d)
ruangmetriklengkap(lihatmisalnyaRudin,
1966).Diberikanan,Cn,en, fn, sepertipada
persamaan(4.7), (4.8), (4.9), (4.10) dan
didefinisikansuatuoperator(pemetaan)
T: C* [xo,XN]-t C* [Xo,XN],
dengan(Tf)(x)=enln-I(x)+dnl(ln-'(x»+fn,
VXE[Xn_l,Xn],danIn:[Xo,XN]-t[Xn-),Xn],
denganIn(x)=anx+en,n =1,2,3"..,N. Pertama
akanditunjukkanT memetakanC*["o,XN]ke
dirinya sendiri, i.e. (Tf)EC*[XO,XN],untuk
semuaIEC*[xo,xN]. Perhatikan bahwa In
mempunyaiinvers,1:1:[Xn-I,Xn]-t[Xo,XN],i.e.
I-I ( )
x-e
b
'
ln X = !!..., an;t; O. Am 1 sebarang
an
IEC*[xo, XN]. Dari kesamaan(4.3) dan (4.4),
didapat11-1("0)= Xodan IN-I(XN)= XN,sehingga
diperoleh
(Tf)(xo)=CIII-I(XO)+dJ/(lI-I("o)+fl
. =CIXO+dJ/(Xo)+II
=CIXO +dlFo+II
=Fo,dan
(Tf)(XN) = CNIN-I(XN)+ dN/(lN-I(xN» + IN
=CNXN +dN/(xN)+IN
=CNXN + dNFN+ IN
=FN.
Dari definisinya,jelas Tf kontinupadasetiap
interval(xn-),xn)untukn=l, 2, ...,N. Tinggal
ditunjukanTI kontinudi titik XI, XZ,...,XN-I-
Ambil sebarangnE{1,2,..., N-I}. Dari (4.3)
Jan (4.4),dipunyaiI-I (Xn)= Xodan I-I (xn)=n+1 n
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XN,danakibatnyadari (4.5)didapatkanlimit
kanan
li"1(Tj)(x)
.t-.:c"
=cn+ll:~1(Xn)+dn+1f(I:~1(xn»+fn+1
=Cn+1XO+dn+lf(xo)+fn+1
=Cn+IXO+dn+IFO +fn+1
=Fn,
dandari(4.6)diperolehlimitkiri
lim (Tj)(x)
x-+.t;
=Cn1:1(xn)+dnf(1:1(xn»+ fn
=CnXN+dnf(XN)+ fn
=CnXN + dnFN+ fn
=Fn,
sehinggaberlaku
lim (Tj)(x)= lim(Tj)(x)=(Tf)(xn),
.t-+x; x-+.t;
i.e. Tfkontinu di Xn.Jadi Tf EC*[Xo,XN],i.e. T
memetakanC* [xo,XN]kedirinyasendiri.
Selanjutnya ditunjukkan T pemetaan
kontraksipada(C*[xo,xN],d).Ambilsebarangj
g E C* [xo,XN].Jika n E {I, 2, ..., N} danx E
[Xn_l,xn],maka
I(Tf)(x)-{Tg)(x)1
=IcnI-I (x)+d,JO-1 (x» +fn-n n
( CnI-I (x)+d,.g(rl (x»+fn)1n n
= Idn.!(I-1(x» -dng(I-1(x»1n n
= Idnllf(1:1(x» - g (1:1(x»1
~ Idnld(f,g).
Akibatnyad(ff, Tg) ~ 8 d(f, g), dengan
8=Maks{ldnl:n=I,2,...,N}<I, i.e.T pemetaan
kontraksipad~(C*[xo, xN],d). Karena itu
menurutTeorema2.2.2(Teorematitiktetap),T
mempunyaitepatsatutitiktetapkatakanfOEC*
[xo,XN],i.e.fo memenuhi
(Tfo)(x)=fo(x)untuksemuax E [xo,XN].
Dari definisi (Tfo) dan persamaan(4.6),
diperoleh
fO(xn)=(Tfo)(xn)
=cnln-1(xn)+dn.fo(ln-I(Xn»+fn
=CnXN+dn.fo(XN»+fn
=CnXN + dnFN + fn
=Fn,
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untuk n =0,1,2, ..., N, sehinggafo melalui
semuatitik{(xn,Fn):n=O,I,2,...,N}. Misalkan G
grafikfungsif 0,i.e. -
G = {(x,fo(x»: XE[Xo,XN]}.
AkhirnyaditunjukkanG merupakanatraktor
SFI {R2:Wn,n =1,2, ...,N}.DaridefinisiT,
diperoleh
(Tfo)(anx+en)=CnX +dnfo(x)+ fn,
untukx E [xo,XN],untukn=I,2,...,N.
Akanditunjukkan
_ N (_)G = UWn\Gn=1
N
Ambil sebarang (u,v) E Uwn(C), maka
n=1
(u,v)ewn(C) untuksuatune{I,2,..., N}, i.e.
(u,v)=wn«x,fo(x»untuksuatu(x,fo(X»EC.
Daripersamaanterakhir,didapatkan
(u,v)=wn«x,fO(x»=(an}(+en,fo(anx+en»,
i.e. (u,v) e C, dan karena (u,v) diambil
sebarang,diperoleh:
N
Uwn(C)cC.
n=1
Sebaliknya,ambilsebarang(x,fo(X»EG, maka
x-e
terdapatr = I:I(X) = -2..E[XO, XN],untuk
an
suatunE{I ,2,...,N}sehinggaberlaku:
')istemFUlIgsi Iterasi ...(Widodo)
Wn(fo~r»)
( a.r+e. )= c.r+d.fo(r)+f.
(
o.r+e.
)= c.l~(x)+dJo(l~(x»+f.
(
I. (r)
)= Tfo(x)
=(fo~X»)
=(x,fo(x»,
i.e. (x, Jo(X»E Wn(G), dan karena (x, Jo(x»
:iipilih sembarang,didapat
N
G c Uwn(G).
n=1
N
Jadi G = UWn(G). MenurutTeorema4.3,
n=1
terdapatdengantunggalatraktorG untukSF!
{R2:Wn,n = I, 2, ..., N}, i.e.GEH(R2),G
subhimpunankompaktak kosongdalamR2
N
sehinggaG =UW n (G).KarenaJo kontinudan
n=1
[XO,XN]kompak di R,maka G =Jo([xo,XND
2 -
kompaktak kosongdi R. Karena G tak
kosong, maka dari ketunggalanatraktor,
:iisimpulkanG =G,i.e.G merupakangrafikdari
fo. q.e.d.
5.CONTOH
Contoh5.1.Parabolaf(x)=2x- x2pada
interval[0, 2] adalahfungsiinterpolasiuntuk
matudata((O,O),(1,3),(2,0)}.Jika Gr adalah
grafikfungsif,i.e.
Gr={(x,2x-x2):x E [0,2]},
makadapatdibuktikanG merupakanatraktor
:IariSFI{R2:WI,W2},dengan
(
x
) (
0,5 0
)(
x')
WI = I dan
y 0,50,25 y)
W {~)=(_0~~50,~5)(~)+CJ
PembuktianG (ltraktordari SFI {R2:Wl,W2}
diatas,dapatkitabuktikansecaralangsung.
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Untuksetiapx E[O,2]berlakupersamaan:
(
X
) (
.Lx
) (
.Lx
)WI f(x) = 2(tx)-(txY = f(2tX)
Darihasildiatasjelasterlihatuntukx E[0,2],WI
akanmembawaj{x)padainterval[0,I] danW2
akanmembawaj{x)padainterval[1,2].Berarti
G = WI(G) u W2(G)dan karenaGEH (R2),
berdasarkanTeorema3.1,berartiG merupakan
atraktordari SFI diatas.BerdasarkanDefinisi
4.2,j{x)fungsinterpolasifraktal.
Contoh 5.1 kurang menarik,karena
fungsiinterpolasinyadiferensiabel(mulus)pada
[0,2] dan buktinyadiperolehlangsungtanpa
prosesiterasi.Contoh 5.2 berikutini lebih
menarik,karenafungsiinterpolasinyadiperoleh
secaraiteratifdenganprogramkomputerdan
rumusfungsinyatidak diketahui.Dari grafik
hasil pemrograman,kelihatannya fungsi
interpolasitersebuttidakdiferensiabeldantidak
teraturpadainterval[0,100].
Contob5.2. Diberikansuatudatauntuk
n=4, i.e. {(O,O),(30,50),(60,40),(100,IO)},
dengandl=0.5,d2=-0.5,d3=0.23.Makadengan
bantuanprogramkomputer(dalam bahasa
Pascal Versi 7), diperoleh grafik fungsi
interpolasifraktalsepertipadaGambar1berikut
101.
Gambar1:FungsiInterpolasiFraktaluntukData
padaContoh5.2.
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SIMPULAN
Bila diberikanbilanganasli N>1 dandata
{(Xi,Fi): i = 0,1,2,..., N}, makaterjaminada
dengan tunggal fungsi interpolasi fraktal
10:[xo,xN]~R,yang grafiknya merupakan
atraktordari SFI {R2:Wn,n = 1, 2, ..., N},
denganwn sepertipadapersamaan(4.1)dan
(4.2),dan(4.7)-(4.10).Fungsinterpolasifraktal
10 dapat diperoleh secara iteratif setelah
memasukkandataJaktorpenyekalavertikalldnl
<1, n=1,2,..,N. Grafik fungsi interpolasi10
padaumumnyatidakteraturdantidakdiketahui
rumusnyasecara eksplisit. Nilai faklor
penyekalavertikaldnturutmenetukankekasaran
dankehalusangrafikfungsinterpolasifraktal.
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